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54165 Pascalsche Schnecke 2

Vorwort

Die Pascalsche Schnecke wird als Ortskurve definiert und ist eine algebraische Kurve 4. Grades.
Sie ist (bis auf die Flachenberechnung) von Schiilern gut behandelbar und eignet sich als

interessantes Thema fur eine Facharbeit.

Ganz tolle Animationen zur Pascalschen Schnecke findet man im Internet unter

http://www.bettlerei.de/index.php/pascalsche-schnecken.html

http://haftendorn.uni-lueneburg.de/analysis//polar/polar-kartes/pascal-polar-kartes.htm

Interessant ist auch:

http://www.johanneum-lueneburg.de/expo/jonatur/wissen/mathe/kurven/kardioid.htm
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54165 Pascalsche Schnecke 3

1  Definition und Gleichungen

1.1 Definition:

Gegeben ist der Kreis k um M(r |0) und dem
Radius r. Ein Punkt P, umlaufe den Kreis.
Mit ihm dreht sich die Ursprungsgerade (OPy).

Tragt man auf ihr von Py aus die Strecke b

nach beiden Seiten ab, erhalt man zwei Punkte X
P und P;.
Als ,Pascalsche Schnecke" bezeichnet man die
Ortskurve der Punkte P (gestrichelt).
Ubrigens liegt dann auch P, auf dieser Kurve.
1.2 Kurvenbilder
Die Kurvenbilder hdngen von den GréRen 2r und b. Man unterscheidet gewdéhnlich drei Falle:
¥ ——C ¥
4 P 1 T | P(4) P ieemi P(4)
3 /, \\\ l"’ 4‘\\ ,‘:” 5
' \ g ke P{5)F 3 k.
27 * \ 2 “ H b
#(4,8)§ E{ o -?L‘}éj \ i b o 2 Y
1 i g \ 1 11 \ H 3
1 1’ \ |"i \‘ ‘| \‘ 1 .‘
i’ X ., 5 R i Vo X
P c:‘”f" L i-"\m;m"i@ 3 :'. = ,ID F’(D}=P(gpr)'§—;—g—?P(DD—' *Pi‘?2="(?l"5‘,% of 1 3 4 & & I?'r‘@')%
TN 4 #r(3) {41 ¢ P(pifa)s /
\ g e / ! / 1 . !
2 P(5,5) ! A2 J y 7
S & 4 i ‘\\ 3 /{
<3 AN 7 3 ,’, i -~
\ > s e . o
~P(2) P | pl T o —
4 e S -4 P{Z} z -
2r>b 2r=>b 2r<b
r=3 b=2 r=15b=3 r=15 b=4
1.3 Parametergleichungen fur ¢e [ 0; 2n[ . Oft wird 2r durch a ersetzt.

X(¢)=2r-cos’(¢)—b-cos(¢) und y(t)=2r-cos(¢)-sin(¢)-b-sin(e)
Oder: X(¢p)=2r-cos’(¢)+b-cos(¢) und y(t)=2r-cos(¢)-sin(¢)+b-sin(e)

Hinweis: Die Abbildungen dartiber wurden mit den Gleichungen erstellt, die ein Minuszeichen
enthalten. Verwendet man das Pluszeichen, erhalt man dieselben Kurven, nur mit

Anderen Zuordnungen ¢ — Punkt.
1.4 Koordinatengleichung: (x*+y? —2rx)2 —b*(x* +y*)=0

1.5 Polarkoordinatengleichung fiir e[ 0;2n|

AuRerer Punkt: R(o) =OP = 2r-cos(¢)+b
Innerer Punkt: e(p)=OP, = 2r-cos(¢)-b
Friedrich Buckel
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Pascalsche Schnecke

2 Herleitung der Gleichungen

2.1 Parametergleichungen

Da Py auf dem Kreis um M liegt, ist im Dreieck

OP,D bei P, in rechter Winkel.

Daher kann man rechnen:

O_Pk_e+b
oc

cos(p) =
e+b=2r-cos(9)

Im Dreieck OCP gilt dieses:

oc  x
os(0)= 55 "ev

X

W@ cos(o) -5

Umstellen:  x =(2r-cos(¢)+b)-cos(¢)

Im Dreieck OCP gilt auch:

ey
Sin0) =55 ~ e+ 20

1)in(@3):  sin(g)= Wy(cp)m

Umstellen: y= (2r -cos(o) + b) -sin(o)

also:

1)

()

bzw.

®3)

bzw.

2.2 Polarkoordinatengleichung fur P:

Oben wurde fir das Dreieck OPD hergeleitet:

4

X = 2r-cos’(¢)+b-cos(¢)

y =2r-cos(o)-sin(¢)+b-sin(¢)

e+b=2r-cos(op). (1)

Bezeichnet man die Lange der Strecke OP mit R, dann gilt: R=e+2b

Zusammen folgt daraus:

Polarkoordinatengleichung fir P:

Die Lange der Strecke OP; ist e, dann folgt: aus (1):

R=2r-cos(¢)+b

e=2r-cos(¢)-b

Friedrich Buckel
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2.3 Koordinatengleichung fir P

1. Herleitung. (mit Trigonometrie)

. . OP, e+b
Im Dreieck OP,D gilt: cos(p)=—x% =
=9 ((P) oD 2r
Also e+b=2r-cos(o) (1)

Bezeichnet man die Lange der Strecke OP mit R, dann gilt:

R=e+2b
Zusammen folgt daraus: R =2r-cos(¢)+b 2
Im Dreieck OPC gilt: R? ={/x*+y* und
X
cos(p)===
(0)= 3=
Einsetzen in (2): x> +y* =2r —X b | -
X% +y?
X2 +y? =2rx+b-\x* +y? | -2rx

x> +y? —2rx =b-\x* +y?

(x2 +y? —2rx)2 =Bt -(x2 +y2) (K)

o

X" +y

| quadrieren:

Zusatz: Es stellt sich die berechtigte Frage, was mit dem Punkt P, geschieht, denn er liegt ja

offenbar auch auf der Pascalschen Schnecke.

Aus (1) folgt OP, =e=2r-cos(¢p)-b

Xy

Im Dreieck OAP;: e’ =x°+y,’ und cos(¢)=-t=

’ 2 2
Xl +y1

X7 +Yy7 =2rx, —b-\x7 +y/? | -2rx,

X7 +Y 21X, = b x> +y?

(xl2 +y/} —2rx1)2 =b? .(xf +y12)

Also erflillt auch P, die Kurvengleichung (K).

X" +y

€ \/X12 +y12
In (3) ﬂX2+ 2= X1 -b
: ) A 2r —— | .

| quadrieren:

Friedrich Buckel
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2. Herleitung: (Mit Strahlensatz, Pythagoras und Kreisgleichung)

Vorarbeit:

Zunachst kann man folgende vier Beziehungen ablesen:

1): P ek:
ergibt

(2) 2. Strahlensatz:

(3) Pythagoras:
Ergibt

(4) Pythagoras:
Ergibt

Das sind 4 Gleichungen.
Aus (3) folgt:

In (4):

2
(% 1) +y 2 =r?
2 2
X —2x I +y, =0

y Y. e+2b

X X, e+b

AB’ +BP,” —OP,

X2 +y’ =(e+ b)2

—2 =2 =2
AC +CP =OP

x> +y? = (e+2b)2
Eine muss Ubrigbleiben und drei braucht man um xy, y,und e zu eliminieren.

2
(e+b) =x2+y2 also e+b=4x2+y? und e=,x’+y’-b

x? +y? =(«/Xk2 +y,° —b+2b)2 :(\/xk2 +y,° +b)2 (5)

Aus (1) folgt: X2 +Y,7 = 2%, I (6)
2
In (5) einsetzen: x> +y® = (1/2xkr +b) (7)
Wie kann nun xx loswerden?
Aus (2) folgt: Y _ Yo oy YN
X X, X
y2X 2
Einsetzenin (6):  x,” +X—2k = 2X, I | : x, #0 sonst sinnlos.
y2Xk_2 2, .2 o b 2 v2) = 2r¢?
X+ =20 = X X +y o =20¢ baw. x,(x* +y?) =2
2rx?
XK = X2 + y2 (8)

Einsetzen in (7):

x> +y
2,2 2

X2+ y? = ézrx 2rx +b | NG

XT+Y" xP+y?
VX2 +y® = L |

x? +y?
X2 +y? =2rx+b-\x? +y? | -2rx
X2 +y? —2rx =b-\x* +y? | quadrieren

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Besonderheiten dazu:

Hier die entsprechende Abbildung fur den Fall,

dass 2r kleiner als b ist.

Der Kreisradius ist 1,5. Die Strecke b = 4.
Um von Py aus die beiden Kurvenpunkte P und P,
zu finden, habe ich einen Kreis um P; mir Radius

b = 4 gezeichnet.

Man erkennt, dass nun die Kurve keine Schleife

mehr macht.

Allerdings gehdrt der Ursprung als isolierter Punkt
zur Kurve dazu. Das erkennt man, wenn man
mit (0|0) die Punktprobe in der Gleichung

(x2 +y? —2rx)2 =p? ~(x2 +y2)

macht.

Nun die entsprechende Abbildung fur den Fall
2r = b.

Liegt P, auf der x-Achse rechts von M, dann

liegt auch P rechts auf der x-Achse und wegen

b= 2r féllt P, in den Ursprung.

Die Kurve hat nun im Ursprung eine Spitze.
Sie ist nun auch eine Kardioide!

Im Text 54112 werden fir Kardioiden einige
Gleichungen angegeben, die je nach Lage
variieren. Eine davon lautet:

(x? +y2)2 —2ax-(x* +y*)-a’y’ =0

Auf diese kommt man auch, wenn man obige

Gleichung der Pascalschen Schnecke umrechnet.

Setzt man 2r = b ein, lautet sie: (x*+y? —bx)2 =b*-(X* +y?).

Ich schreibe: (2 +y?)~bx)" =b?(x* +y?) und folgere:
(x2 +y2)2 —2bx~(x2 +y2)+b;%f=j)9fz/+bx2

Und das ist dann schon die Kardioiden-Gleichung mit b statt a.

AuRerdem ist die jede Pascalsche Schnecke auch eine Kreis-Konchoide. Vergleichen Sie dazu die

Seiten 13 bis 15 im Text 54120.

Friedrich Buckel
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3 Berechnung der Extrempunkte in x- und y-Richtung.

4
Y
{ H
3.1 X(9) =3-cos’(¢9)—4-cos(¢) . — sy
y(¢9)=3-cos(¢)-sin(¢)—4-sin(¢) ’/j’l b
JI 3t \\‘
1. Ableitung: x(9)=6-cos(¢)- ( sm((p))+4 sin(¢) 2 !
. . Ly \
X(¢)=4-sin(¢)—6-sin(¢)-cos(¢) ‘l 14 \
N S — A X
ysin(2o) e 4 e e R ()i
X(9)=4-sin(¢)-3-sin(2¢) :r 11 i
L /
! 3 21 /
. _ in2 2 3 o
y((p)_3[—sm (¢)+cos ((p)]—4-COS((p) \ ot y;
y(¢) =3-cos(2¢)—4-cos(¢) by P
2. Ableitung: X(¢@)=4-cos(¢p)-6-cos(2¢) # ¥

V(@) =-6-sin(2¢)+4-sin(p)

Notwendige Bedingung fur Extremwerte in y-Richtung: y(e¢)=0 fir ¢e [O ; 27:[

3-cos?(¢)-3-sin’(¢)—4-cos(p)=0
Mit sin® (¢) =1-cos?(): 3-cos’ () -3-(1-cos® (¢)) - 4-cos(¢) =0
6-cos’(¢)—4-cos(p)-3=0

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir cos(o):

4+,/16-4-6-(-3) 4+\/_ 1115
2.6 12 -0,4484

Die Gleichung cos(¢)=1115 hat keine reelle Lésung.

cos(¢) =

Zu COS((p) =-0,4484 gibt es im Intervall [0 ; 27:[ zwei Lésungen (2. und 3. Quadrant)
¢, 2,036 und ¢, =2n-¢, = 4,247

Zugehorige Kurvenpunkte: T(2,398 | -4,777) sowie H(2,398|4,777).
Dass T ein Tiefpunkt ist, folgt aus ¥(2,036) > 0 und H ist ein Hochpunkt wegen V(4,247) <0.

Notwendige Bedingung fiir Extremwerte in x-Richtung: X(¢)=0 fir ¢<[0; 2]
4-sin(¢)—6-sin(¢)-cos(¢)=0
sin(¢)-[4-6-cos(¢)]=0
1. Faktor = 0: sin(9)=0 = ¢,=0, 9,=7

Kurvenpunkte:  Zu ¢, =0: R,(-1|0)
zug,=n: R,(7]0)

2. Faktor = 0: 6-cos(g)=4 < cos(¢p)=2 mit2L6sungenim 1.und 4. Feld:

3

¢5 ~ 0,841 und ¢ = 5,442

Kurvenpunkte: zu ¢, ~0,841: L,(-1,33]-149)
2U ¢, ~5,442:  L,(-133]149)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



54165 Pascalsche Schnecke 9
Hinreichende Bedingungen mit  X(¢)=4-cos(¢)-6-cos(29)
X(0)=4-cos(0)-6-cos(0)=4-6<0 Maximum, Rechtspunkt.
X(n)=4-cos(n)-6-cos(2n)=-4-6<0 Maximum, Rechtspunkt.
%(0,841) = 4-cos(0,841)-6-cos(2-0,841) > 0 Minimum, Linkspunkt.
%X(5,422) = 4-cos(5,422)-6-cos(2-5,422) >0  Minimum, Linkspunkt.
3.2 X(¢)=6-cos’(¢)-2-cos(¢)
y(9)=6-cos(¢)-sin(¢)—2-sin(¢) . Y ——
/’J 1 \‘\
1. Ableitung: x(p) =12-cos()-(-sin(¢))+2-sin(¢) ,/ My
(@) =2-sin()-12-sin(¢)-cos(e) H, A
R /S — g Sa
% Sln(Zq)) L{& ;'/ \\‘\l ‘\‘
X(¢)=2-sin(¢)—6-sin(2¢ S ;19(0,‘1 — ;RE};
L; \‘\ P J
y(p) = 6] —sin” (¢) + cos’ (¢) |- 2-cos(o) lq L_%O.-L ;'
y(¢) = 6-cos(2¢) - 2-cos(¢p) L £ P4
2. Ableitung: X(¢9)=2-cos(¢9)—-12-cos(2¢) 4 \"'"-...,___ [ _,..»"’

¥(9)=-12-sin(2¢)+2-sin(y)

Notwendige Bedingung fir Extremwerte in y-Richtung:

Y(p)=0 fiur ¢e[0;2q]

6-cos’(¢)—6-sin’(¢)—2-cos(p)=0

Mit sin? (@) =1-cos®(¢):

6-cos’ (¢)—6-(1-cos’ (¢))-2-cos(¢) =0

12-cos?(¢)—2-cos(p) -
3=

6-cos’(¢)—cos(9)

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir cos(o):

6=0 |:2
0

1+,1-4-6-(-3) _ 1473

cos(o) =

2-6

12

“l

-0,629
0,795

Zu cos(¢)=-0,629 gibt es im Intervall [0; 2r[ zwei Lésungen (2. und 3. Quadrant)
¢, ~2,251 und ¢, =2n—@, ~ 4,032

Zu cos(¢)=0,795 gibt es im Intervall [0; 2n[ zwei Lésungen (1. und 4. Quadrant)
¢, = 0,652 und ¢, =2n-9, 5,631

Zugehorige Kurvenpunkte:

Hinreichende Bedingungen
z.B.:
usw.

Zu ¢, = 2,251:
zZu ¢, = 4,032:
zZu ¢, ~0,652:
zZu ¢, =5,631:

T,(2,251| -4,489)
H, (3,633 | 4,489)
H, (2,201|1,680)

T,(2,201| -1,680)

2

mit y(¢)=-12-sin(2¢)+2-sin(¢)

Tiefpunkt
Hochpunkt
Tiefpunkt
Hochpunkt.

¥(2,251) =-12-sin(2-2,251)+2-sin(2,251) >0 =  Minimum

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de



54165 Pascalsche Schnecke 10

Notwendige Bedingung fur Extremwerte in x-Richtung: X(¢)=0 fir ¢e [O ; 2n[

d. h. 2-sin(¢)-12-sin(¢)-cos(¢) =0
2-sin(¢)-(1-6-cos(¢)) =0

1. Faktor = 0: sin(9)=0 = ¢;=0, g;=mn
2. Faktor = 0: 6-cos(p)=1 < cos(p)=% mit2Lésungenim 1. und 4. Feld:
¢, ~1,403 und ¢, =2n-¢, ~ 4,880
Kurvenpunkte: Zu ¢, =0: R,(4]0) Rechtspunkt
ZU @, =m7: R,(8]0) Rechtspunkt
Zu ¢, ~1403: L,(-0,167]-0,984) Linkspunkt
zu ¢, ~4,880:  L,(-0,167]0,984) Linkspunkt

Hinreichende Bedingungen mit X(9)=2-cos(¢9)-12-cos(2¢):

z. B: %(0)=2-cos(0)-12-cos(2:0)=2-12<0 = Maximum

%(1,403) = 2-c0s(1,403) ~12-cos(1403-2) =>0 =  Minimum.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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4  Flache einer Pascalschen Schnecke

1. Weg: Mit den Parametergleichungen

Ich berechne eine Beispielflache, und zwar fur die Kurve Y p(4)
mit r = 1,5 und b = 4: lhre Parametergleichungen lauten: y.d 1
PS) 3
(x((p) - 3.c0s? (¢) — 4-cos(o) 1 { 2
I \
. . \ 1 \
y(p)=3-cos(e)-sin(p)—4-sin(¢ \ / A
( ) ( ) ( ) ( ) —P(Q)=P(‘ZDI'}3 of] 1 2 3 4 s &6 :rm‘p' ™
" ! -1 ]
Fur die Flache gilt (Differentialgeometrie 54011 Seite 32): o N /
X, 9, 2 /
A= I y(x) dx = I y(9)-x(9)do =... . i
X ¢ 5 -"';(3)"——

Mit X(¢)=6-cos(¢)-(—sin(¢))+4-sin(¢)=4-sin(¢)-6-sin(¢)-cos(e) folgt

A= f(B -cos(g)-sin(¢)—4- Sin((p))(4 -sin(g)-6-sin(p)- COS((p))d(p

Berechnung der Stammfunktion:

F(o)= I(lz -cos(¢)-sin’ (¢) -16-sin* (¢) —18-cos® (¢)-sin’ (@) + 24 - sin® ((p)COS((p))d(p
F(o)= I(36~COS(q))-Sin2((p)—lG~Sin2((p)—18'COS2((p)'Sin((p)z)d(p

F(o)= 36Icos(¢) -sin® (¢)de — 16.|'sin2 (¢)do- 18J'cos2 (9)-sin*(¢)de (1)

Fi(o) R (o) Fs(e)

Berechnung der Teilintegrale:
F (o) = jcos(@) -sin’ (¢)de mit der Substitution u=sin(¢) = du=cos(p)de
F ()= juzdu =1u® =1.sin’(¢)

u'=sin(¢) = u=-cos(o)

F ()= ISin(@)~Sin(®)d@ mit partieller Integration: v=sin(p) = v'=ocos(p)

Formel: ju‘~v~dx :[u~v]—jv'~u-dx

[sin(e)-sin(e)de = —sin(e)-cos(e)+ [cos’ (¢)dp cos? () =1-sin? (o)
[sin(e)-sin(¢)de = —sin(¢) -cos(¢) + [(1-sin* (¢))de

[ sin(e)-sin(o)d = -sin(¢) -cos(¢) + o~ [ sin’ (¢)de |+ [sin’ (o)
2[sin’ (p)de = —sin(¢)-cos(¢) + ¢ = ~3sin(2¢) +¢

[sin* (¢)do = ~1sin(29)+ 1o @)
()= J'cos2 (9)-sin?(9)de  Trigonometrische Formel: 2-sin(¢)-cos(¢) = sin(2¢)
F ()= Hsin2 (2¢)de Substitution: z=2¢ = dz=2-dp = dp=2%dz

F.(9) =% [sin" (20)do = 3 [sin” (z)dz

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Mittels (2) folgt:

F ()= %J‘sin2 (z)dz=%-|—%sin(2z) +§z] =-%sin(2z)+4z
Rucksubstitution mit z=2¢ fihrtzu
F,(9)=—2%sin(4¢)+10

Zusammensetzen in (1):

F(o)= 36.[cos((p) -sin? (¢)de — 16J‘sin2 (9)do —18_[cos2 (¢)-sin®(@)de

Fi(e) Fo (o) F3(e)
F(o)= 36~(§~sin3 ((p))—16~(—%Sin(2(p)+%(p)—18-(—S%Sin(4(p)+é(p)
F(@)=12-sin’(¢)+4-sin(2¢)-8p+-sin(49)-2¢

F((P) =12-sin® ((p)+4'3in(2(\0)+%~sin(4(p)_%(p

Ich berechne zuerst die halbe Flache:

3A=-[F(o)]; =-[F(r)-F(0)]=F(0)-F()

Das Minuszeichen ist erforderlich, weil die Flache fur ¢ =0 bis = = unter der x-Achse liegt.

Nebenrechnungen:
F(0)=12-sin’(0)+4-sin(0)+-sin(0)-4.0=0
F(n):12-Sin3(n)+4-sin(n)+%-Sln(n)—%m: d.n

Man kann eine einfache Kontrolle zum Ergebnis machen:
Der Kreis um M(2,5|0) mit Radius 4,5 hat eine ahnlich

groRe Flache und den Inhalt: A, =r-4,5° ~ 63,6 (FE)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2. Weg: Uber die Polarkoordinatengleichung

D,
Fur die Flache gilt (laut 54011 Seite 35): - A =1 j R? () de
Py
Unsere Kurve hat die Gleichung R(¢)=2r-cos(¢)+b=3-cos(¢)+4
2n 2n
Also: A=1[(3-cos(g)+4) do=1 [(9-cos®(¢)+24-cos(¢)+16)dg

0

o

Berechnung der Stammfunktion:
F((p) = %J.COS2 ((p)d(p+%'|.(24 . COS((p) +16)do
F(cp):%%(sin(cp)-cos((p)+cp)+12-sin(cp)+8(p *)

F((p) = %Sin((p) . COS((p) +2¢+12- Sin(go) +8¢
| S
l~sin(2(p)

F(p)=2sin(2¢)+12-sin(¢)+%¢
A=[F(9)]" =F(2n)-F(0)

F(2n) = %Sin(4n)+12-sin(2n)+%-2n =4n

F(0)=2sin(0)+12-sin(0)+4.0=0

Ergebnis: A =4n (FE)

*)  Das Integral J'cos2 (¢)do = 1(sin(¢)-cos(¢)+¢) wird ahnlich wie auf der Seite zuvor das

Integral mit ISinz(@)d¢ mit partieller Integration berechnet.

Hinweis: Hat die Kurve eine zusatzliche innere Schleife, liefert die analoge Rechnung

die Summe beider Flachen.

Friedrich Buckel
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